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Introduccion

ste manual contiene los fundamentos necesarios para llevar a cabo modelos matemé-

ticos que describan el sistema econdmico mediante un conjunto de variables, como
son las cantidades de los distintos bienes y servicios que se producen y consumen, que
se afladen o sustraen de las reservas existentes y que se compran o se venden; junto con
los precios a los que se realizan dichas compras y ventas. Una vez que disponemos de las
variables explicativas, hemos de tener en cuenta también las cantidades disponibles de
recursos naturales y humanos, el estado de los conocimientos tecnoldgicos y la naturaleza
de las preferencias de los consumidores. Estos son los datos que se utilizan en el andlisis
matemaético para explicar las incdgnitas, como son los niveles de produccion, de empleo,
de precios, de inversion, etc.

Para modelizar estas situaciones econdémicas presentes en el mundo real, actualmente
disponemos de instrumentos mateméticos muy potentes, que podemos utilizar facilmente
en nuestras computadoras. Los resultados obtenidos reguerirdn nuestra interpretacion, y
para ello necesitamos comprender |os fundamentos matematicos detras de estos modelos
computacionales compleos si no queremos que Se conviertan en una caja negra.

Este manual puede ser utilizado para €l estudio autonomo por su alto componente prac-
tico, aunque esta escrito como complemento al trabajo en el aula (presencial o virtual) de
un estudiante universitario de grados del ambito delaeconomiay laempresa. Actualmente,
los estudiantes disponen de cantidades ingentes de informacion y de herramientas de inte-
ligencia artificial paratratar dichainformacion, ante las que se pueden sentir abrumados y
perdidos. Por €llo, es fundamental que dispongan de manuales como este que, con ayuda
del docente, les guien en su camino hacia el conocimiento.
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Calculo matricial

1.1. Qué es una matriz y para qué sirve. | 1.2. Suma de matrices. | 1.3. Producto de escalar por matriz. |
1.4. Producto de matrices. | 1.5. Matriz transpuesta y matriz simétrica. | 1.6. Determinante de una matriz
cuadrada. | 1.7. Rango de una matriz. | 1.8. Inversa de una matriz. | 1.9. Ecuaciones matriciales. | 1.10.
Sistemas de ecuaciones lineales. | 1.11. Sistemas homogéneos. | 1.12. Ejercicios.

1.1. Qué es una matriz y para qué sirve

Matriz es el nombre genérico que en matematicas se aplica a las tablas numéricas. Las
matrices se emplean en diferentes disciplinas para almacenar informacion, para describir
relaciones o para el estudio de sistemas de ecuaciones; en concreto, en Ciencias Sociales se
trabaja con ellas en Economia, Sociologia, Psicologia o Estadistica.

1.1.1. Matrizde ordennxm

Esta formada por un conjunto de elementos dispuestos de modo ordenado en forma de
tabla de n filas y m columnas. Se presenta de las siguientes formas:

A1 A1z 0 Qim
az1 Qzz  dom
A= : : : :
An1 An2 " Aum/ um

siendo a,; el término situado en la filaiy la columna j.
Cuando los elementos de la matriz A son vectores, los situaremos en columnas:
A=(c1 € " Cm)ixm
siendo c; el vector-columna formado por los elementos de la columnaj (conj =1, 2, .., m).

Cuando los elementos de la matriz A son los coeficientes de un sistema de ecuaciones,
cada una de las filas de la matriz incluira los coeficientes de cada una de las ecuaciones que
componen el sistema:

fi
A=’

fn nx1

siendo f; el vector-fila formado por los elementos de la filai (coni=1, 2, .., n).

Sin =1, lamatriz se denomina matrizfila.



18 Matemdticas aplicadas a la economia y la empresa

Sim =1, la matriz se denomina matriz columna.
Una matriz puede contener informaciones muy variadas:

— Resultado de una encuesta realizada a n individuos sobre m preguntas, en la que
cada fila es la respuesta de un individuo.

— Una tecnologia lineal que emplea n factores en m procesos productivos, en la que
cada columna es un proceso productivo.

— Los coeficientes de las incégnitas de un modelo lineal de n ecuaciones y m incgni-
tas. Cada columna contiene los coeficientes de cada una de las incognitas.

Ejemplo

gi t ;i z 2} Llamando 4 = (42} _23) , X = (;) b= (2)

x
tenemos la expresion matricial A - X = b, que en el ejemplo toma la forma (g _23) . ( ) = (6)

Podemos ver la utilidad del uso de matrices en el siguiente ejemplo, donde conociendo
la cuota de mercado de un cierto grupo de empresas en un afio, queremos conocer cual va
a ser la del afo siguiente.

Ejemplo

Tres empresas A, By C comparten en el afio actual el mercado de un cierto bien. La empresa A
tiene en este momento una cuota de mercado del 20%, B el 60% y C el 20 % restante.

Al afo siguiente tienen lugar los siguientes cambios:

- La empresa A conserva solo el 85% de sus clientes, ya que pierde el resto a favor de B (el 5%) y
de C (el 10%).

+ La empresa B conserva el 55%, perdiendo el 10% que pasaa Ay el 35%a C.
« La empresa C logra conservar el 85%, cediendo el 10% a Ay el 5% a B.

De estos datos se puede obtener, por un lado, el vector de cuotas de mercado, que designaremos
por ¢,, una matriz columna cuyas componentes son no negativas y suman 1:

0,2 0,85 0,10 0,10
Co = <0,6) y del mismo modo la matriz T = (0,0S 0,55 0,0S)
0,2 0,10 0,35 0,85

donde en cada elemento a; tenemos la parte de clientes de j que se pasan a i en el periodo si-
guiente (matriz de transicion).

Si calculamos el vector ¢, = T - ¢, icdmo interpretariamos la solucion?

0,85 0,10 0,10\ /0,2 0,25
6 =T-cy= (0,05 0,55 0,05> : (0,6) = <0,35>

0,10 0,35 0,85 0,2 0,40
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Vemos que ¢, también es un vector de cuotas de mercado (0,25 + 0,35 + 0,40 = 1). Si interpretamos,
por ejemplo, su primera componente, vemos que se obtiene de:

085-02 +0,10-0,6+0,10-0,2 = 0,25
cuota de mercado cuota de A cuota de A cuota total de A
que conserva A que ganade B que ganade C después de 1 afio

despues de 1 afio

y del mismo modo con el resto de las empresas, por eso c; es el nuevo vector de cuotas de mercado
después de transcurrido 1 ano, pudiendo hacer lo mismo en afios sucesivos.

1.1.2. Matrices cuadradas

Son aquellas en las que el nimero de filas coincide con el nimero de columnas, es decir,
n=m.

En las matrices cuadradas llamamos diagonal principal a los elementos en los que los
subindices i y j coinciden:

A1 Q2 vt Qin

forman la diagonal principal de la matriz 4 = [ ‘2% %22 77 fn

d,,, dyy, .., a,, forman la diagonal principal de lamatriz A= [ oL
An1 QAnz ** Qnpn

Las matrices cuadradas que tengan nulos los elementos que quedan a uno de los lados
de la diagonal principal se denominan matricestriangulares. Siendo una matriz triangu-
lar inferior si son nulos los elementos que quedan por encima de la diagonal principal y
triangular superior sin son nulos los que quedan por debajo.

a; 0 - 0 A1 Q12 Qin
P B a=( 9 = 7 0
an1 Qnz2 *° Qppn 0 0 t Qnp
Matriz triangular inferior Matriz triangular superior

Matriz diagonal es la que tiene nulos todos los elementos que no estén en la diagonal
principal.

a; 0 - 0
a=( ] =T g
0 0 - am,

Matriz diagonal

1.2. Suma de matrices

La suma de dos matrices del mismo orden 4,,.,, Y B, Siendo n el nimero de filasy m
el nimero de columnas, es la matriz C,,,, que resulta al sumar los elementos que ocupan el
mismo lugar en ambas.



20 Matematicas aplicadas a la economia y la empresa

Cnxm = Anxm + anm'
obteniéndose los elementos de C,,,, de la siguiente forma: c; = a; + b;
El elemento neutro de la suma matricial es la matriz nula, que tiene todos sus elementos
iguales a cero.
Propiedades

Siendo A,.,,, B,xm Y C,x, Matrices del mismo orden y 0,,,, la matriz nula del mismo
orden, entonces se cumplen las siguientes propiedades:

1. Asociativa:A+ (B+C)=(A+B)+C
2. Conmutativa: A+ B=B+A

3. Elemento neutro: A+0=4

4. Elemento opuesto: A+ (-4) =0

Ejemplo

Sean Az(; _62)sz(4

1.3. Producto de escalar por matriz

El producto de un escalar k por una matriz 4,,,, = (a;) €s una matriz B,,,,,, que se obtiene
multiplicando el escalar k por cada uno de los elementos de la matriz 4,,,,,, = (a;)

k- A= BmcONk € RYsiendo b; = k - a;

Ejemplo

2 1),entonces se verificaque 4-A =4 - ( 2 1) = ( 8 4)

Se‘"’Az(—1 2 -1 274 3

1.4. Producto de matrices

El producto de una matriz A de orden n x m por una matriz B de orden m x p es igual a
una matriz C de orden n x p, cuyo elemento genérico c; es el resultado de sumar los produc-
tos de los elementos de la fila i de A por los elementos de la columna j de B de la siguiente
forma:

A * By = Coxp siendo ¢ = ayy - byj+ ay - by + ..+ a;, 0 by

nxm
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Propiedades

Suponiendo conformidad de drdenes (el nimero de columnas de la primera matriz ha de
coincidir con el nimero de filas de la segunda matriz) entre las matrices A, By C:

1. Asociativa:A-(B-C)=(A-B)-C
2. Distributiva:A- (B+C)=A-B+A-C
3. No se cumple la propiedad conmutativa: A- B B- A

El elemento neutro del producto matricial, cuando las matrices son cuadradas, es la
matriz identidad. Esta matriz esta formada por unos en la diagonal principal y el resto de
los elementos son iguales a cero.

1 0 0
| = 0 1 0
0 O 1
Ejemplo
0 1
SeanA:(1 2 0) y B=<2 1) =
2 =1 Vs
-1 33><2
C—A-B—( 1-04+2-240-(-1) 1-1+2-14+0-3 ) _(4 3)
h “\2:0+(-D:24+1-(-1) 2-1+(—1)-1+1-32X2_ -3 4/55;

El producto matricial no es conmutativo

Podemos observar con este ejemplo que, en general, no se cumple la propiedad conmu-
tativa, es decir, A - B # B - A, incluso en muchas ocasiones la operacién contraria ni siquiera
se puede realizar. Ambas situaciones las vemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo
1 2
_ (2 =2 1 _
sean 4= (7 7 3)m y B—(l 0)
2 Vs
Se verifica que: 1 2
2 -2 1 2 5
A . B — —
G20 o)-C 9.,
1 2 2 -4 7
B-A=<1 0)((2) j ;)=<2 -2 1)
2 1 4 =5 5/343
Podemos observar en este casoque A - B # B - A.
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Ejemplo

3 _2 0 2 1 0
Dadas las matrices A = (4 1 1) yB=10 1 -1
2x3
2 3 4 /343

6 1 2

Podemos calcular A-B = ( ) , mientras que el producto B - A no se puede realizar
10 8 3/,43

al no coincidir el nimero de columnas de B con el nimero de filas de A.

Al no ser conmutativo el producto matricial, cuando sacamos factor comin hay que
tener en cuenta el orden en el que se encuentran las matrices. Si consideramos el producto
A - B, diremos que A «premultiplica» a B (la multiplica por la izquierda), mientras que B
«posmultiplica» a A (la multiplica por la derecha).

Si que podemos sacar factor comun si lo que tenemos es:
AB+AC=A(B+C(C),obienAB+(CB=(A+(C)B
Pero no podemos sacar factor comun si lo que tenemos es:

AB+CA+#A(B+C),obienAB+BC# (A+C)B

1.5. Matriz transpuesta y matriz simétrica

Transpuesta de una matriz A de orden n x m es la matriz A* de orden m x n que se

obtiene pasando las filas de A a columnas de A*y, consecuentemente, las columnas de A a
filas de A‘.

Transposicion
AeEMyyyy——— A" € My

Ejemplo 5 1
2 1 3

Dada A=(1 0) :>Af:( )

3 —a),, 1 0 —4/53
Ejemplo
e 2 4 0 2 -6

— t —

Dada A= (" ¢ ) =>A—<g- _81

Si la matriz A es cuadrada y ademas a;; = a;;, la matriz A coincide con A*. Las matrices

gue cumplen A = At se denominan matrices simétricas.
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Ejemplo
2 -1 0 2 -1 0
A=(-1 -2 5> yAt=<—1 -2 5)
0 5 3 0 5 3
Ejemplo
2 3 0
Sealamatriz S=(3 -1 1
0 1 4
Se comprueba facilmente que la matriz S es simétrica, ya que los elementos situados encima y
debajo de la diagonal principal son iguales.

1.6. Determinante de una matriz cuadrada

Toda matriz cuadrada A lleva asociado un escalar, que denotaremos por |A| o por (A).
La utilidad del calculo del determinante no se centra Unicamente en conocer su valor nu-
mérico, sino en averiguar si es igual o distinto de cero, lo que nos permitira obtener rangos,
clasificar vectores y discutir sistemas de ecuaciones. Ademas, nos servira para clasificar las
matrices cuadradas en dos tipos:

e Matrizregular: Se dice que una matriz cuadrada es regular cuando su determinante
es distinto de cero.

e Matriz singular: Se dice que una matriz cuadrada es singular cuando su determi-
nante es igual a cero.

1.6.1. Calculo del determinante de una matriz cuadrada de

orden dos
a a R .
Dada A = ( 1 12), matriz cuadrada de orden 2, se verifica que:
az1 Qzz
ai;  ag2
A = =a -a —a -a
| | a21 a22 11 22 12 21

Ejemplo

Dada la siguiente matriz cuadrada A = (i g) se verifica que:

|A|:|i §|=2-5—3-1=7
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1.6.2. Calculo del determinante de una matriz cuadrada
de orden tres (Regla de Sarrus)

ai1 Q12 Qg3
Dada A =|4az1 4azz 4azsz), matriz cuadrada de orden 3, se verifica que:
az1 dzz dzz

a1 Q12 Qg3
a1 Az dz3
az; 04z 04zs

Al =

= Qq1 0y 033+ Az - A3p " Q13 + A2 " Ap3 - A3q

—Qy3 Az Q31 — Ap3 A3z " A11 — Aqp Apq " A33

Ejemplo
2 1 0
Dada la siguiente matrizcuadrada A =1 0 3] severificaque:
2 =1 2
2 1 0
[A|=]1 0 3/=2-0-24+41-0-(-1)+2-1:-3-0-0-2-3-2-(-1)—-1-1-2=10
2 -1 2

En algunos casos, el calculo del determinante es muy sencillo:
e El determinante de la matriz nula es igual a cero.

0o - 0
. * i = O

0o - 0
El determinante de la matriz identidad es igual a uno.

0 1 =~ :|_
S | =1
0 0 1

El determinante de una matriz triangular es igual al producto de los elementos de su
diagonal principal.

a; 0 0 ayp Q1 - Qqp
az;1 Ay . : 0 as, ’

=a a ---a . . . =a a ---a
0 11022 *** Ann : S A 11022 " Ann

an1  * Aupp-1 Qnn 0 0 Ann
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1.6.3. Propiedades

Propiedad 1. El determinante de una matriz coincide con el de su transpuesta.
det(A) = det(AY)

Debido a esta propiedad todas las propiedades referidas a las columnas se verificaran
también para las filas.

Ejemplo 13 2
Dadala matriz A = (4— 3 2)
5 6 2
1 3 1 4 5
[Al=14 3 2| =18 At =[3 3 6|=18
5 6 2 2 2 2

Propiedad 2. Si una matriz contiene una columna con todos sus elementos iguales a
cero, su determinante es cero.

det(cy, ...,0, ...,c,) =0

Ejemplo

Como los elementos de la segunda columna son todos nulos, entonces:

2 0 9
3 0 8/=0
-6 0 7

Propiedad 3. Si una matriz tiene dos columnas iguales o proporcionales, su determi-
nante es cero.

det(cq, o) Cyp ooy €y oy ¢,) =0 det(cy, ..., €y o, kCy oy c,) =0

L

Ejemplo
7 -4 3
Severificaque |1 2 1| = 0,yaquelasegunday tercera fila coinciden.
1 2 1
Ejemplo
2 3 6
Severificaque |4 —1 —2| = 0,yaquelasegunday tercera columna son proporcionales.
7 2 4
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* Definicion de combinacion lineal. Si una columna de una matriz se obtiene suman-
do los productos de las demas columnas por escalares, diremos que dicha columna
es combinacion lineal de las demas.

n
Cizzkj'cj
j=1
J

j#1
» Propiedad 4. Si en una matriz una de las columnas es combinacion lineal de las
demés, su determinante es cero.

det(Cy, ., Ciy ey Cp) = 0sic; = Xjoi kj - ¢

J#i
Ejemplo
2 1 1
3 7 4| =0,dado que latercerafila es la suma de las dos primeras.
5 8 5
Ejemplo
2 20 4
3 10 1| =0,yaquelasegunda columna es combinacién de la primera y tercera (es igual a la
4 16 2
suma de la primera multiplicada por dos y la tercera multiplicada por cuatro).
2 20 4 2 2:2+4-4 4
3 10 1|=(3 3-2+1-4 1|=0
4 16 2 4 4.242-4 2

» Propiedad 5. El determinante de una matriz no varia si se le suma a una de las co-
lumnas una combinacion lineal de las demas.

det(cq,C,...,Cp) = det(cq +

n
ki *Cij, Cy, ...,Cn)

i=2
Esta propiedad facilita la resolucién de determinantes de orden mayor que tres por el

método de los adjuntos o por el método de Gauss, pues nos permite «hacer ceros»
en la matriz para que el célculo del determinante sea lo mas sencillo posible.

e Definicién de menor complementario. Se llama menor complementario del ele-
mento a;; al determinante que resulta de suprimir en la matriz la fila i-ésima y la
columna j-ésima. Se designa por M.
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Ejemplo
1 3 2 -6
Algunos menores complementarios de la matriz i _02 (1) _32 son
2 1 -1 4
31 6 0 1 -2
? 02 (1) —32 >My=|-2 0 3|=7
- 1 -1 4
zZ 1 -1 4
1 3 2 -6
3 6 1 =2 _ 12 -6 _
{ y 4 >M3;,=(3 1 -=2[=0
2 -1 4
2 1 -1 4
1 3 2 -6
3.0 1 R} é g i =20
1 -2 ¢ 34 = =
2 1 -1
2 1 -1 4

» Definicion de adjunto. El adjunto del elemento a;; se designa por 4;; y es igual a su
menor complementario precedido en un signo «+» 0 un signo «-» en funcion de la
posicion del elemento a;; en la matriz.

Aij =D Mij

Podemos observar que los signos van alternando de la siguiente manera:

Si la matriz es de orden tres, los signos correspondientes son 4+ — 4
<_ + _)’
+ - +
+ - + -
: : , : -+ - +
si la matriz es de orden cuatro, los signos correspondientes son + -+ -
- + - +

y asi sucesivamente.
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Ejemplo
1 3 2
3 0 1
1 -2 0
2 1 -1
0 1 -2
24, =CD" -2 0 3|[=7
1 -1 4
1 2 -6
A3 =C1D**?3 1 -2|=
2 -1 4
13 2
245, =13 0 1|=-20
2 1 -1

La utilidad de los adjuntos radica en que permiten calcular un determinante de cualquier
orden gracias a la siguiente propiedad:

e Propiedad 6. El valor de un determinante es igual a la suma de los elementos de una
fila o columna multiplicados por sus correspondientes adjuntos.

Ejemplo

Considerando los adjuntos de los elementos de la primera fila de la matriz, se obtiene que:

3 -1 2 0 -1 2
a=19 3 1 2)l=-1. (D2 1 -—1|+2-D™2|a 1 -1|+
4 -2 1 -1 1 -2 1 0 -2 1
0 1 -2 1
desarrollamos por los elementos
de la primera fila
0 3 2 0o 3 -1
+(=2)(-D)**3 4 -2 —-1|+1(-D*" |4 -2 1|=
0 1 1 0o 1 -2

=42+ (=2)(—=12) + (=2)(=4) + (-1)20 = 14

Como regla general, para que el nimero de determinantes que se han de calcular sea
el menor posible, conviene elegir la fila 0 columna que tenga un mayor nimero de ceros,
como se puede observar en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo
2 3 [0o] 2
2 3 2
1 -2 |5 0
H =5-(-1)?*3|1 0 —-1|=-5-[2—12—(=2)—6] = —5(—14) =70
1 0 [0] -1 4 1 2
4 1 [0] 2
desarrollamos por la
tercera columna
Ejemplo

Calculamos el determinante de una matriz de orden cuatro «haciendo ceros» en la primera co-
lumna.

1 2 3 1
0 -1 =5 0
-2 2 4 2

1 2 3 1 1 2 3 1
0 -1 -5 0 _ 0 -1 =5 0 _
-2 2 4 2 |Fm=m+2r |0 6 10 4 | F=F,-s5F,
5 1 2 -3 5 1 2 =3
1 2 3 1
0 -1 -5 0 -1 =50
=lo ¢ 10 a =16 10 4|=-32
-9 -13 -8

0 -9 —-13 -8

1.7. Rango de una matriz

El calculo del determinante de una matriz nos informa sobre si dicha matriz es singular
o regular, informacion relevante en el contexto del algebra lineal, pero solo es posible cal-
cularlo cuando la matriz es cuadrada. Se necesita de un concepto mas amplio, valido para
matrices de cualquier dimension.

1.7.1. Definicion de menor de orden h

Un menor de orden h es el determinante de la submatriz cuadrada formada por los ele-
mentos comunes a h filas y a h columnas de la matriz.
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Ej 1
jemplo 2 4 5
Dadalamatriz A=(1 —2 9 |, podemos obtener varios de sus menores de orden 2, como
8 6 3
. 2 4 4 5 4 5 2 5 1 9
por ejemplo |1 _2|, _2 ol |6 3l |8 3|. |8 3| y a suvez 9 menores

de orden 1, que coinciden con cada uno de sus elementos.

1

.7.2. Definicién de rango de una matriz

Toda matriz A lleva asociado un nimero natural al que se denomina rango de A y que se

designa como rg(A). El rango de una matriz es r si existe algin menor de orden r distinto
de cero y todos los menores de orden mayor que r son nulos, es decir, el rango de una matriz
es el orden del mayor menor no nulo que existe dentro de una matriz.

Para el cAlculo del rango se puede utilizar la siguiente regla:

a) Se toman las dos primeras columnas y se busca en ellas un menor de orden dos que
no sea nulo. Si no lo encontramos, lo buscamos con la primera y la tercera columna
y asi sucesivamente. Cuando encontremos un menor de orden dos distinto de cero,
ya sabemos que el rango es al menos 2.

b) Para saber si el rango sube a tres, a las columnas que nos han proporcionado un
menor de orden dos distinto de cero se les van afiadiendo columnas hasta que encon-
tremos un menor de orden tres distinto de cero. Si es asi, el rango sube a tres y si no
lo encontramos, el rango se queda en dos.

¢) Si el orden de la matriz lo permite (es mayor que tres), se repite el proceso orlando
el menor de orden tres distinto de cero que hemos encontrado con los elementos de
una nueva columna, buscando encontrar un determinante de orden cuatro distinto
de cero, y asi sucesivamente.

Ejemplo 3 4 6 2
-2 2 -4 1

Calculamos elrangodelamatriz A =| 4 6 8 3
-1 -2 4 -1
0 0 2 0

Antes de buscar menores distintos de cero, observamos la matriz y buscamos combinaciones
lineales.

Vemos que la segunda columna es el doble de la cuarta (¢, = 2¢,), por lo que podemos prescin-
dir de una de ellas a la hora de buscar menores distintos de cero, y ya sabemos que el rangova a
ser como mucho igual a tres.

Empezamos por las dos primeras columnas y vemos que ya tenemos un menor de orden dos
distinto de cero:

isti 3 4| 20
-2 2 ’
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por lo que podemos asegurar que, al menos, el rango serd 2.

Si orlamos este menor con la tercera columna y la tercera fila no obtenemos un menor de orden
tres distinto de cero:

3 4 6
-2 —-4|=0
4 6 8

pero si orlamos con la tercera columna'y la cuarta fila.

3 4 6
-2 —4|=24+24+16+12-24+32+0
-1 -2 4

Podemos asegurar que el rango de A es 3.

Ejemplo

1 2 4 7

(2 1 5 8

Calculamos elrangode A = 213 1 3
0 -1 -1 2

Tomando las dos primeras columnas obtenemos un menor de orden dos distinto de cero.
1 2
|, 4| =o
2 1

Orlando este menor buscamos algin menor de orden tres distinto de cero.

1 2 4 1 2 4 1 2 7 1 2 7
2 1 5|=0, 2 1 5]1=0, 2 1 8|=0, 2 1 8|#0
-1 3 1 0 -1 -1 -1 3 3 0 -1 2

Por lo que el rango de la matriz A es al menos 3.

Para saber si el rango sube a cuatro tenemos que calcular el determinante de A.

1 2 4 77 11 2 4 7

-3 -3 -6
2 1 5 8/_lo -3 -3 -6

Al = = =[5 5 10|=0
-1 3 1 3" fo 5 5 10| |7 % 5

0o -1 -1 2 0 -1 -1 2

Como el determinante es igual a cero, entonces el rango de A es 3.

1.8. Inversa de una matriz
Sea A una matriz cuadrada de orden n. Se dice que A™! es la matriz inversa de la matriz
A si el producto de ambas matrices es igual a la matriz identidad (1,,).
A-A'=A"1A=1,

La matriz A sera invertible si su determinante es distinto de cero. En caso contrario no
seré invertible. Asi pues, las matricesregularesadmiten inversa y las matrices singulares
no admiten inversa.
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1.9. Ecuaciones matriciales

Una ecuacién matricial es una ecuacion en la que la incognita es una matriz a la que se
le suele denominar X.

Para despejar dicha matriz habra que respetar las propiedades de las operaciones entre
matrices, teniendo especial cuidado en la no conmutatividad del producto matricial y en las
propiedades de la inversién matricial.

Veamos algunos ejemplos sencillos de ecuaciones matriciales en las cuales debemos
despejar la matriz incdgnita X, aplicando las propiedades de las matrices expuestas ante-
riormente.

Ejemplo
Suponiendo que las matrices son invertibles, resolvemos las siguientes ecuaciones matriciales:
a)AX=B

Si multiplicamos ambos miembros de la ecuacion por A™! (teniendo en cuenta que el producto
matricial no es conmutativo, debemos multiplicar en ambos miembros por la izquierda).

AX=B=>A'AX=A"'B 2X=A"'B
1
b) XA =B

En este caso debemos multiplicar ambos miembros de la ecuacién por A, pero ahora por la
derecha.

XA=B=XAA'=BA'=x=B4"!

|
c) AX+BX=C
En este caso podemos sacar la incégnita X factor comun para después despejarla.

AX+BX=C=>(A+B)X=C=>A+B)(A+B)X=(A+B)'C
1

X=(A+B)C

d) AX+X=B

Sacamos X factor comun y después despejamos.

AX+X=(A+DX=B=>A+DA+DX=A+D"'B
1

X=(A+D"B
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1.10. Sistemas de ecuaciones lineales

1.10.1. Definicidn de sistema lineal

Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de mecuaciones lineales con n incog-
nitas x,, x,, ..., x,,, pudiéndose expresar mediante su forma algebraica,

aq1X1 + Aq1p2Xy + -+ alnxn = b1
az1X1 + Ay2Xp + -+ AoynXn = b2

Am1X1 + QpaXy + -+ QpnXn = by,

o bien en su forma matricial:

a1 A2 . Qi X1 b,

az1 Ay e Qo X — bz

Am1 Am2 - Amn Xn b

A X b
A-X=0b

Es habitual denominar como:

* coeficientes del sistema a los elementos a;;

e términosindependientes a los elementos b,

* incognitasa las variables x;

El estudio o analisis de este tipo de sistemas se suele realizar en dos fases:

a) Discusion del sistema: En esta fase se comprueba si el sistema tiene solucion, es decir,
si existen o no valores reales de las incognitas que verifiquen la igualdad de todas y
cada una de las ecuaciones. En caso afirmativo, se debe averiguar si el sistema tiene
una sola solucién (solucién Unica) o tiene infinitas soluciones (solucion mltiple).

b) Resolucion del sistema: Método mediante el cual se encuentra dicha solucidn, ya sea
Unica o multiple.

1.10.2. Discusion del sistema

Para la discusion de un sistema de ecuaciones A - X = b nos apoyaremos en el célculo
del rango de las dos siguientes matrices: la matriz A formada por los coeficientes del siste-
ma y la matriz A* 0 A/b (matriz ampliada), que se obtiene a partir de la matriz A afiadién-
dole como dltima columna el vector de términos independientes.

a1 Q12 - Qqp a1 Q12 - Qip by
a a o a a a . a b
A=| %1 G2 2n A =| %21 Gz 2n 2

Am1 Gmz - Qmn Ui Amz - Gmn by
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Teorema de Rouché-Frobenius

Dado el sistema de ecuaciones lineales A - X = b, con m ecuaciones y n incognitas, se
verifica que:

a) Sirg(A) #rg(A-) entonces el sistema no tiene solucion y diremos que es incompa-
tible.

b) Sirg(A) =rg(A4") =r entonces el sistema posee solucion y diremos que es compa-
tible. En este caso podemos distinguir:

* Sirg(A) =rg(4) =r =nentonces el sistema tiene una Unica solucion y dire-
mos que es compatible determinado.

e Sirg(4) =rg(A") =r < nentonces el sistema tiene infinitas soluciones y dire-
mos que es compatible indeter minado.

Con base en el teorema anterior, podemos hacer las siguientes apreciaciones:

e En caso de que el sistema sea incompatible, podemos decir que la informacion que
recoge el sistema es incoherente.

e En caso de que el sistema sea compatible, cuando r < m = nimero de ecuaciones,
entonces m-r es el nimero de ecuaciones redundantes y estas ecuaciones recogen
la misma informacion que las r ecuaciones independientes. Para la resolucion del
sistema, las m-r ecuaciones dependientes o redundantes pueden ser eliminadas.

e Si el sistema ademas es compatible indeterminado, n-r serd el nimero de parametros
o variables libres (que pueden tomar cualquier valor real) y r sera el nimero de va-
riables dependientes en la solucidn del sistema.

Ejemplo
{Zx +4y =16
3x —4y = -6
En formato matricial tenemos (§ _44) (;) = (ig)

|§ _44| =—-20+#0 =rg(4) =rg(A*) = 2 = nimero de incégnitas.

Se trata de un sistema compatible determinado de solucién x = 2; y = 3.

Ejemplo
{x +y=1
2x + 2y =2
En formato matricial tenemos (% %) (;) = (;)

|; %| =0 = rg(4) =rg(4") =1 < ndmero de incognitas.

Se trata de un sistema compatible indeterminado de solucion x =1 —t¢t; y =tcont € R.
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Ejemplo

{x+y=3
2x +2y =2

En formato matricial tenemos (; %) (;C/) = (;)

; g =—4%0 =rg(4) #rg(A") = Setratade un sistema incompatible.
Ejemplo

Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

4x+z=1
x+y+2z=1

Su matriz de coeficientes y su matrizampliada son:

31 2 31 2 2
A=14 0 1 y A"={4 0 1 1
1 1 2 11 2 1

Severificaque |A|=—-2#0=>rg(Ad) =rg(A*) =r =n=3= Elsistema es compatible
determinado siendo:

[3x+y+22=2

n—r =3 —3 =0 variables libres
m—r = 3 —3 =0 ecuaciones redundantes

Solucion:

Ejemplo

Discutimos y resolvemos el siguiente sistema de ecuaciones:

2x+y+z=3
x+2y—4z=0
x—y+5z=3
x+y—-3z=1

Calculamos el rango de la matriz de coeficientes.

[N
N
|
S
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Tomando las dos primeras filas y columnas formamos un menor de orden dos no nulo.
2 1
= >
: 2| 3£0>7rg(4)>2

Sitomamos las tres primeras filas, el menor de orden 3 es nulo.

2 1 1
1 2 —4(=0
1 -1 5

Comprobemos que el menor formado por las dos primeras ecuaciones y la cuarta es distinto de
cero.

2 1 1
1 2 —4)=—-6#0>rg(4) =3
1 1 -3

Para calcular el rango de la matriz ampliada tenemos que calcular el Unico menor de orden 4
posible.

2 1 1 3 [0 1 0 o0 4 e 6

2 -4 0_|-3 2 -6 -6__ _ “_

M-=11 21 s 373 Z1 6 6 _31 _64 _62_0:”9(‘4)_3
11 =31 -1 1 -2 -2

Por lo tanto, al ser rg(4*) = rg(A) = 3 = numero de incégnitas, el sistema es compatible deter-
minado (solucioén Unica).

Dado que el menor de orden tres distinto de cero esta formado por las dos primeras filas y la
cuarta, podemos asegurar que la tercera ecuacion es redundante, y para encontrar la solucién del
sistema podemos suprimir dicha ecuacion y resolver el sistema equivalente.

2x+y+z=3

x+2y—4z=0 = 2xt+ty+z=3

Slstemas equivalentes{x + 2y —4z =0
x+y—3z=1

x+y—3z=1

Solucion:

1.11. Sistemas homogéneos

Definicion de sistemas homogéneos. Se denominan sistemas homogéneos a aquellos
en los que los términos independientes son cero, es decir:

AX=0

Resulta inmediato comprobar que estos sistemas son siempre compatibles, ya que
rg(A) =rg(A4v), al ser el vector de términos independientes nulo.

Podemos distinguir entre dos posibles soluciones:

aA)rg(A)=rg(A)=r=n=
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Sistema compatible determinado, con solucién Gnica X = (0,0, ...0)
b)yrg(A)=rg(4d)=r<n=
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Sistema compatible indeterminado con infinitas soluciones, incluida la trivial X = (0,0, ...0)

Ejemplo 2x —5y+3z=0

En el siguiente sistema [x —-y+z=0
3x+ay+z=0

Consideremos la matriz de coeficientes:

2 -5 3
A=[1 -1 1]
3 a 1

Se puede observar que el rango ya es al menos dos, al ser el menor |i _5| =3 =%0.
Calculemos para qué valores el determinante de la matriz A es nulo.
|[A|]=-2+3a-15+9—-2a+5=a—-3=>|4A|=a—-3=0<a=3

Por tanto, al ser un sistema homogéneo se verifica que el rango de A" coincide con el rango de 4,
por lo que podemos concluir que:

Sia#3=rg(A)=rg(A)=r=3=n=S5.C.D consolucion trivial x =y =z =0.
Sia=3= rg(4) =rg(A") =r=2<n=S.C.I coninfinitas soluciones, incluida la trivial.
Resolvemos este ultimo caso:

Tenemos una variable libre, puesn —r=3 -2 =1,

y una ecuacién redundante, puesm —r=3 — 2 =1.
2x —5y+3z=0
x—y+z=0
3x+3y+z=0

2x —5y+3z=0 ) )
es un sistema equivalente.

x—y+z=0

. . -2z 4
Y resolviendo el sistema obtenemos que x = < Y=3

s . -2t t . .
Por lo tanto, las infinitas soluciones son de la forma (T‘ 3 t), con teR, donde también esta
incluida la solucién trivial.

1.12. Ejercicios

1.12.1. Ejercicios de calculo matricial

1.1. Efectue los siguientes productos matriciales:

9% o) G 2, =G5 0,

0l D, (D=0 B ),
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1 2
3 -1
)@l 2 1 Diys - 2 0 = (10 0)ix2
1 0 4x2
2 1
1.2. Dadas las matrices A=(-2 4 y B=(1 0 _1) , compruebe
0 /3 77> 2

gue no se cumple la propiedad conmutativa, es decir,que A- B # B - A.

9 -5 0
A-B=[26 —20 10 ¢B'A=(2 2)
24 —15/,,,
7 5 —2/4.

1.3. Calcule el determinante de las siguientes matrices:

2 1 0
pA=[1 -1 2 Al =5
3 2 1
(2 -1 -
vE=(5 ) Bl =15
2 0 0
oc=[(0 1 0 Icl = -6
00 -3
-1 3 4
d)D=(0 2 5) ID| =4
0 0 -2
1 20 1
10 1 2
9F={"3 o0 1 - El =6
2 1 0 1
2 1 0 1
1 0 0 -1
HF = 3 1 -1 [F| =6
1 -1 0 2

1.4. Calcule para qué valores de a € R son invertibles las siguientes matrices:
1 1—-a O

a) A=|1 2—-a a
0 1 2a
[Al=2-a)2a—a—2a(l—-a)=4a—2a®?—-a—-2a+2a*=a

Tiene inversa para a # 0.
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2 1 2
b) B = (1 0 —1)
3 1 a

|[Bl=1—a

Tiene inversa para a # 1.

a 1 a
c) C=<1 a 1)
1 1 a

ICl=a®-a?’—-a+1=(a—1)%@+1)
Tiene inversa paraa # 1, -1.

1.5. Averigle el rango de las siguientes matrices:

3 2 1
0 4 -1
) A=l _3 5
3 6 0
- 3 2 1 3 2 1
S A=12¢Oy 0 4 —1|=0;{0 4 -1|=0= rg4) =2
-3 2 -2 36 0
(2 -4 0 -6
b B=(] 15 o _3)
2 -4 12 —6]_ B
|1 —2|‘0V|1 —|‘0 = rg(B) =1
0 -1 1 0
[0 2 -2 3
9 C=l3 1 2 1
2 1 1 4
0 2 0 -10 g ;1-; g
|¢0y 0 2 3l=0y =0 = rg(C) =3
3 1 2 11 3 1 2 1
2 1 1 4

1.6. Calcule el rango de las siguientes matrices segun los valores del parametro a:

1 a 2
a) A=<2 3 4)
1 0 -2

2

1 (?;|¢0—> rg(4) = 2

|Al = —6+4a— 6+ 4a =8a — 12
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. 12
2, si a=—
Entonces, rg(4) =

3, si a#:E

8
1 2 3 a

b) B=<2 4 6 8)
3 6 9 12

C;=2c; V¥ c3=3c; Y |; g|=8—2a=2(4—a)

Entonces, rg(B) = {i' z: Z i j

1.12.2. Ejercicios de sistemas de ecuaciones lineales

1.7. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de igualacion:

{4x—3y=11
) —-x+7y=-9

Despejamos la misma variable en ambas ecuaciones y las igualamos:

11+ 3y
xX=—

4 b
x=7y+9

1143y

7y +9

Nos queda una ecuacion con una sola variable:
11+3y=28y+36; —-25y=25, y=-1 -x=2

b){Zx +4y =20

7x —3y =19
_20—4y
r=—" _)20—4y:19+3y
19 + 3y 2 7
x=—7

10-2y ==22;70 - 14y =19+3y; 51=17y->y=3 >x=4

3x -8y =-7
c){x+2y:0

—7+48y
x = —} —7+8y
3 o>/ =

=—2y; —74+8y=—6y;—7=—-14y; y=3; x=-1
x =2y 3 2
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1.8. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de sustitucién:
{Sx -6y =12
D 3x +4y = -8

Despejamos una de las dos variables en una de las ecuaciones y la sustituimos en la otra
ecuacion:

36 + 18y
_—
8

12 + 6y 3(12+6y)
= bd

— + 4y = -8 + 4y = -8

36 + 18y + 32y
=8 36+50y=—64 y=-2 x=0

b{2x+4y=14
)—4x+y=—1
14—4y
—— =7-2y; —4(7-2y)+y=-1, —-28+8y+y=-1;,-284+9y=-1; 9y =
=27= y=3 x=1

X =

{x+8y =0
gx — 4y = —15
15 30

x=—-8y - 8(—8y)—4y=-15 —68y = —15; Y=g =17

1.9. Resuelva los siguientes sistemas de ecuaciones por el método de reduccion:

{2x+3y=1
) 4x — 7y =15

Si multiplicamos la primera ecuacion por dos, nos queda el siguiente sistema equiva-
lente al anterior:
4x+6y=2 (X2)
{4x -7y =15

Restamos ambas ecuaciones: 13y = —13; y = —1; x = 2.

3x — 6y =39
b) {x+3y=—2
3x — 6y =139

Multiplicamos la segunda ecuacion por dos: {x +3y=-2

y en este caso sumamos ambas ecuaciones: 5x = 35; x = 7; y = —3.

{—2x—6y - _12
9 Bx+dy=8

Multiplicamos la primera ecuacion por tres medios:

{—Bx —9y=—-18 (x 3/2)

3x +4y =8 y sumamos ambas ecuaciones: =5y = —10; y=2; x=0
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1.10. Resuelva cada uno de los siguientes sistemas por los tres métodos: igualacion, sus-
titucion y reduccion.

{3x -2y =17
2x +3y = -6
_ 17+2y
Igualacion: _63_3y .
===

TR =Y 34+ 4y =—18-9y; y=—4 x=3

Sustitucion: x = 22 5 2 (22) 4 3y = —6; 34+4y+9y=—18;y=—4 x=3,

Reduccion: {Zx +3y=-6 {3x +§y =-9 (x3/2)

y restamos ambas ecuaciones: ?y =-26; y=—4; x=3.

b {Bx +7y =12
) 4x —4y =16
_12-7y
- 3 5 12-7y

16+4
x =2 =

Igualacion:
" =4+y 3

=4+y->12—-7y=124+3y>y=0;x = 4.

Sustitucion: x =27 4 (Z52) —4y =16 > 48— 28y — 12y =48 >y = 0; x=4.

Reduccion: {3x +7y =12 . {3x +7y =12

4x —4y =16 3x —3y =12 (x 3/4)

Sumamos ambas ecuaciones: 4y =0 -y = 0; x = 4.

2x+6y=0
C){x+2y=2
v _ _
Igualacion: {x_ 2 3y - —-3y=2-2y; y=-2; x=6.
x=2-2y
Sustitucion: x = ‘T"’y =-3y>(-3y)+2y=2-5y=-2; x=6.
. (2x+6y=0 2x+6y=0
Reduccion: {x+2y=2 (x 2) "{2x+4y=4

Restamos ambas ecuaciones: 2y = —4 -y = —2; x = 6.

1.11. Discuta los siguientes sistemas de ecuaciones lineales y resuelva cuando sea posible.

x+y+z=3

x—y+z=1
a){
2x+3y+z=6

1 -1 1 1 -1 1
Tenemosque A=(1 1 1|y 4A"=[1 1 1

2 3 1 2 3 1

1
3)
6
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|A| =—-2->1rg(A) =3 =rg(A*) =n, por lo que es un sistema compatible determinado,
de solucidn Unica:
x=Ly=1z=1

x+y—z=4
m%x—y+z=0
dx+z=2

1 1 -1 1 1 -1
Tenemosque A=(3 -1 1 |yA"=(3 -1 1

4 0 1 4 0 1

4
0)
2

|A| =—4 - rg(A) =3 =rg(4”) =n, por lo que es un sistema compatible determinado,
de solucion Unica:

x=Ly=1z=-2

x+y+z=3
c){Zx—y+z=4
x+4y+2z=5

1 1 1 1 1 1
Tenemosque A=(2 -1 1]y A"=|2 -1 1

3
4)
5

1 4 2 1 4 2
1 1 1 1 1
rg(A)=2porque|2 _1|=—3¢0y 2 -1 1/=0
1 4 2
1 1 3
rg(A*) =2porque |2 -1 4[=0
1 4 5

Se trata de un sistema compatible indeterminado de infinitas soluciones.

7-3x

Sumando las dos primeras ecuaciones obtenemos 3x +2z =7 —» z =

. ., 7-3
Despejando en la segunda ecuacion obtenemos y =2x+z—4 -y =2x+ > 5 -
—4 = x-1

2 x=t
-1
Lasoluciénes:{ ¥ =2 con t € R.
7-3t

=T
1.12. La funcidn de costes C de una empresa puede expresarse en funcién de la cantidad
producida q. Segun los datos historicos de la empresa, esta funcion se puede aproximar
mediante un polinomio de segundo grado C(q) = a + bq + cq®. Si sabemos que para
producciones de 1, 2 y 3 unidades fisicas los costes asociados son 5, 15 y 45 unidades
monetarias, escriba en forma matricial el sistema de ecuaciones y encuentre la funcion
de costes.
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Sustituyendo q por las cantidades 1, 2 y 3 obtenemos las tres filas del siguiente sistema

matricial:
1 1 1\ ,a 5
(1 2 4) <b> = (15)
1 3 9/ \c 45

Resolviendo el sistema obtenemos que a = 15; b = —20; ¢ = 10.

Por lo tanto, la funcion de costes de la empresa es C(q) = 15 — 20q + 104>
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